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Nachhilfe-TUTORIUM ist ein Unternehmen der Gruppe
TUTORIUM Berlin Hasenmark 5 in 13585 Berlin

Ein Galtonbrett (nach Francis Galton, 1822-1911), auch Zufallsbrett
genannt, ist ein mechanisches Modell zur Demonstration und
Veranschaulichung der Binomialverteilung, einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung, die in vielen Zufallsexperimenten eine Rolle
spielt.

Das Galtonbrett besteht aus einer regelmafRigen Anordnung von
Hindernissen, an denen die von oben eingeworfenen Kugeln jeweils nach
links oder rechts abprallen kénnen. Nach dem Passieren der Hindernisse
werden die Kugeln in Fachern aufgefangen, um dort gezahlt zu werden.

Durch den symmetrischen Aufbau ist es bei jedem Aufprall einer Kugel auf
eines der Hindernisse gleich Wahrscheinlich das die Kugel nach links oder
nach rechts fallt (50%), das heif’t im Mittel fallt die Halfte der Kugeln nach
links und die andere Halfte nach rechts.

Wie sich die Kugeln (ideal) verteilen:

Fir ein ideales Galtionbrett kann man berechnen, mit welcher
Wahrscheinlichkeit eine Kugel in ein bestimmtes Fach fallt.

In der Ersten Reihe (A) fallt im Mittel die Halfte aller Kugeln nach rechts und
die Halfte nach links.

In der Zweiten Reihe (B,C) trifft jeweils die Halfte der Kugeln auf B und die
andere Halfte auf C, wo sie sich wieder mit gleichen Wahrscheinlichkeiten
nach links und rechts aufteilen. Damit fallt aber nur noch 1/4 der Kugeln an
B nach links, 1/4 an C nach rechts, und jeweils 1/4 von links und von rechts
in den Zwischenraum zwischen B und C. Hier addieren sich die
Wahrscheinlichkeiten also, und 1/4 + 1/4 = 2/4 fallt in der Mitte zwischen B
und C hindurch.

Anhand der Abbildung kann man weiter verfolgen, wie der Strom der Kugeln ' /i = 476 | &5 48 | 1718
sich an jeder Hindernisreihe aufteilt und sich andererseits in jedem
Zwischenraum zwischen zwei benachbarten Hindernissen wieder vereinigt.

Die sich so ergebenden Wahrscheinlichkeiten nach der letzten Aufteilung und Vereinigung an der untersten
Hindernisreihe (G,H,I,J) sind die Wahrscheinlichkeiten, mit denen die Kugeln in die Facher (R,S,T,U,V)
fallen.

Im Beispiel haben alle diese Wahrscheinlichkeiten den Nenner 16, da es 4 Reihen von Hindernissen sind
(16=2*%). Die Zahler ergeben sich durch Addieren der Zahler in der Reihe darliber, was der Vereinigung der
Kugelstréme in den Zwischenrdumen entspricht.

In der Realitat weicht die Verteilung der Kugeln beim Galtionbrett von dieser Verteilung etwas ab da die
Kugeln mit unter (z.B. durch ZusammenstoRe mit anderen Kugeln) in den Bereich auRerhalb dieses idealen
Dreiecks geschleudert werden.
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Das Pascalsche Dreieck 1
Die Zahler der Wahrscheinlichkeiten bilden dabei ein Dreieck das als Pascals 1 1
Dreieck bekannt ist. Die Zahlen im Dreieck ergeben sich dabei jeweils als \ t/
Summe von 2 Zahlen der vorherigen Reihe. Blaise Pascal (1623-1662) 1 2 1
verwendete das Dreieck, um die Wahrscheinlichkeitstheorie zu studieren, wie Nt T/
in seinem Buch Traité du triangle arithmétique (1653) beschrieben. Es war 1 3 3 1
aber bereits vorher bekannt und wurde z.B. etwa 500 Jahre zuvor vom Nt Nt Nty
chinesischen Mathematiker Yang Hui (1238-1298) untersucht. 1 4 6 4 1

Binomialverteilung und Normalverteilung

Das Ergebnis des Galtonbrett ist eine Binomialverteilung der Kugeln in den Fachern. Die Binomialverteilung
beschreibt die Wahrscheinlichkeit fur den Ausgang in einer Serie von gleichartigen und unabhangigen
Versuchen, die jeweils genau zwei mdgliche Ergebnisse haben (,Erfolg“ oder ,Misserfolg®, links oder rechts,
~Kopf* oder ,Zahl*).

Fir eine sehr grofe Anzahl von versuchen nahert sich die Binomialverteilung immer mehr an die sogenannte
Normalverteilung an (auch bekannt als Gau3-Kurve oder Glockenkurve).

Die Normalverteilung ist eine gut <
Naherung flir zahlreiche ©
Naturphdnomene bei denen die o
einzelnen Messwerte um einen o 7
Mittelwert schwanken, zum Beispiel:
AN
« die KorpergréfRe von Erwachsenen o ] 34.1% | 34.1%
+ die Gewichte von Babys -
o
* Testergebnisse im Klassenzimmer
* Renditen der Borse g

e die Perlen im Galtonbrett

Normalverteilung und Standardabweichung

Die Standardabweichung (o) ist ein MaR dafur, wie genau alle Datenpunkte um den Durchschnitt gesammelt
sind. Die Form einer Normalverteilung wird durch den Durchschnitt (u) und die Standardabweichung (o)
bestimmt. Je schmaler die Glockenkurve ist, desto kleiner ist die Standardabweichung. Wenn die
Glockenkurve breit ist, ist die Standardabweichung groRR.

Fir normalverteilte Zufallsvariablen liegen jeweils ungefahr
* 68,3 % der Ergebnisse im Intervall y £ o
* 954 % der Ergebnisse im Intervall y £ 2*c
* 99,7 % der Ergebnisse im Intervall p = 3*0

* nur 0,3% der Ergebnisse sind weiter als 3*c vom Durchschnittswert entfernt.
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Fibonacci-Folge

==

Die Summe der Zahlen auf der Diagonale im Pascal-Dreieck stimmt mit den %
Fibonacci-Zahlen Gberein. Die Sequenz verlauft in dieser Reihenfolge: 1, 1, 5%
2,3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89 und so weiter. Jede Zahl in der Sequenz ist die mﬂ/ﬁ///m/f
Summe der beiden vorherigen Zahlen. Zum Beispiel: 2 +3=5;3+5=8; 5+ Mgg/zrsa 0% w s
8 =13; 8 + 13 = 21 und so weiter. asi‘/ 10 453612084210126252126210841203645 ’ 10 ' 1

Leonardo Fibonacci hat diese Zahlen in seinem Buch Liber Abaci (1202) popular gemacht, in dem er das
Wachstum einer Kaninchenpopulation mit dieser Folge beschrieb. Die Folge war aber schon in der Antike
sowohl den Griechen als auch den Indern bekannt.

Weitere Untersuchungen zeigten, dass die Fibonacci-Folge auch noch zahlreiche andere
Wachstumsvorgéange in der Natur beschreibt.

Goldener Schnitt

Das Verhaltniss von zwei auf einander folgenden Zahlen der Fibonacci-Folge nahert a

sich immer weiter dem Goldenen Schnitt an, je weiter man in der Folge fortschreitet. -

Als Goldener Schnitt wird das Teilungsverhaltnis einer Strecke (a) oder anderen Grofie ez
bezeichnet, bei dem das Verhéltnis des Ganzen zu seinem gréReren Teil (a zu b) dem b C
Verhaltnis des grokeren zum kleineren Teil (b zu ¢) gleich ist: a/b=b/c

Mit diesem Verhaltniss beschéaftigten sich Mathematiker bereits seit der Zeit der griechischen Antike (Euklid
von Alexandria). Seit dem 19. Jahrhundert wurde es als ein ideales Prinzip &sthetischer Proportionierung
bewertet. Die Nachweisbarkeit einer derart besonderen asthetischen Wirkung ist in der Forschung allerdings
umestritten.

Das Verhaltnis des Goldenen Schnitts ist nicht nur in Mathematik, Kunst oder Architektur von Bedeutung,
sondern findet sich auch in der Natur, beispielsweise bei der Anordnung von Blattern und in Blitenstédnden
mancher Pflanzen wieder.

Ordnung im scheinbaren Chaos:

Ich kenne kaum etwas, das die Vorstellungskraft so beeindrucken kénnte wie die wunderbare Form der
kosmischen Ordnung, die durch das Gesetz der Fehlerhaufigkeit ausgedriickt wird. Das Gesetz ware von
den Griechen personifiziert und vergottert worden, wenn sie davon gewusst hatten. Es regiert mit
Gelassenheit und in volliger Selbstausléschung inmitten der wildesten Verwirrung. Je gréRer der Mob und je
gréRer die scheinbare Anarchie, desto perfekter ist sein Einfluss. Es ist das héchste Gesetz der Unvernunft.
Immer wenn eine grofRe Stichprobe chaotischer Elemente in die Hand genommen und in der GréRenordnung
ihrer Grofde zusammengestellt wird, erweist sich eine unerwartete und schénste Form der RegelmaRigkeit
die ganze Zeit Uber als latent. " - Sir Francis Galton, Natural Inheritance, 1889
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